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���� �$)JN5N�� ��� )��H� ��� Sl�$���(��� 	6��#m����*���<�����>	������ )�� )����8�$���:7s� �� ���$��.2N���� )65 ������$)JN5N�� ��� )��r#������$����� )�� 	6���
.����$# ��)m�:	 N ��.2N&	6���
�������� S #%�����$����� )���	6��#J��, �$�$# )65s���� ���z�����>	������ )���)������$���B���@7 /�7 ����L� 	 N5NF7 � �� �
/<	6+ �r.����$�
����-����+-,2N � 	6��# 5F	����d	 N�/�)��������+ �� 	6�d�$)�+��������$� I�9 �$#%/��-��C���>	������ )��b	6��# ���>	��>Bz����/
	6��# )�, ���>	6���$�_)��2N��J���1����/@� )���� )65 ���<�������$���I!���Q2D $ 	6��)�.���#1����d���<�����>	������ )��")������$�����:7
� �� /<	6+ � P ��� ��	+	�� �J��+-,2N ��+ ���<���$# 5�)���Gz�C+����&	6� Q�G�M@GC����� �$��N@Kx�:	6+ ���>	x,��)����$�XD��FE 7 =*�
Gz�C+ = 	 N5N ����_,2N&	$������� .���������_�:	6+ ���>	d,��)����$�*	��4�>	���B������B� S����� ���� �:	6+ ���>	��z� � S ��)��$)��<����)JN\����
�C������. 	 Ns�>	��>B���� 2 � N )C�:	6��� )�� 7�� ��r.��������2+(	$� ,2N&	$�"����m/<	6+ � 	6/<	6�������d	(�C������. 	 N�S*	 N5N ��)���	6/<	6�������
�:	��� )�������-�C�&	"=ON�.�����)C)��� �$)������$����� )�� 7x� Sl) ,2N&	$������� 	6���J,2N&	$�C����/ 	6/<	6�������-�:	��� )�������-.�������/
)����1)������$��� !��@7 /�7x	"���$# ��	�����$���) �$)��<����)JN ��������-�z������. 	 N �>	���B��������l)��r���� + �����)z# #������$����� ����
N&	6��/��$���B��.��>����#��A����$#��$)JN )���	6���:	m5���)�+Q����d�:	6+ ���>	 �z� � S"�z� ����/@� )���/@��)�S�����/�7*!")i�z����/()������5N�������/
)65�����-,��)���� ���)�S_���)�S ����(.������ 2 �d�C������. 	 N �>	��>B��������b���� #%� ��,2N&	$� + )i���$�:7J= �$��� #��$�d��)�.x�:	6�
���$�J���� )�,�, )������<� 2 �(�>	���B����J	6�-���� )�������(��� #��1)65
����1�>	G�2N ��	6��# ����J�C������. 	 N � 	 N5NF7 � ��Q� 	 N5N
���>	F���$����)����"� �
�:	 N ��.2N&	6���$# ��� � )��� ,��)����$�
����#���, ����#����<� N���� � 	����$# )�� ����r���%5�)���+(	6��� )�� ���$�$�������$#
5���)�+ ����d)�,�, )������<�:7*� ���#%� ��,2N&	:� � �_+ ):�C����/HS����������d+ )����5N ��#����C� �$��	6��#1���_� ����)���������� /�)C)C#
5 )��_�$)����$���<���>	6������/1	6�_����
/<	6+ �@7

� � 
�������� �0*������ �!�	��� , �"� ���

! )���� )�� �$������+(	6��� )��"#��$��������� �$�_	 N )�� )65 	 N�/�)��������+ �B�2S��� �� #������$���_����
+ )���� )�� ����	r�$)������$��.��������
��+(	6/��d����6z.������$�@74� �� �_�> 	6,�������#��$��������� �$�_����
+ )@���_��+-,\)����>	6�z�2	 N�/�)��������+ �:7
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=�N )z�>B<A ! 	6���������/1� ��5�����6<.����z� N���.����$#"+ �����)C# )65l���� + )���� )�� �$������+(	6��� )�� 7�� ���� 	���� � ,�����������,2N �
)65l����-=�N )C��BzA ! 	6���>�����/:N�� �$�
��� ����r, 	6��������� �$)�+-, 	6��� ��)�� 7r=*� 	 , 	6��������� ��)�. �:	6� .���#��������>	6��#
/��������>	 N5N�� ����I������/@<�����$����!����<����������� ��$ S���������b	 /@��)�.�, )65 ,�� ����.����-, )����<���:7-� /@��)�.�, )65*,�� ����.����
, )����<��� 	6��� � 6<. 	6���-�2N )C��B%�:7?� ��l+ ):����+ ���z� )65�	���.��������<� 5��>	6+ � � � #���������+-�����$# 5���)�+�����*,������z� )�.��
5��>	6+ �@7l� �����+(	6/��d� �_#%���C� #��$# ���z��)(� 6z. 	6�����2N )C��B%��!�����$�����2N )C��B%��	6����+ )@��� N�� 4:NF� 4:N-,�� �%� N�����/<$o7
� �����S��5N5N��\� #��A����$#(	2���:	6���>�����/�	6���:	2���r,������z� )�.�� 5��>	6+ �@7 � �� �2N )z�>Bm)65\���� 	�����. 	 N%5��>	6+ � /�)C�$�
�����)�.�/@����� ���:	6���������/�	6���:	 ���m	�N���B�� S�� ���4#��A����$#��>�:	6���������/
������, S�� #%�� 	��ZN )���/2	��S.��z���5N<���� �  	��
5 )�.���# �����/@���:	6���$��� , )@�������2N ���$)������$��,\)���#������$�@7 � ��_, )����<� )65 �����	�����. 	 N��2N )z�>B(	6��# �����,\)����z�l)65
�����,2N&	��$��)65 ����_/@���:	6���$��� , )@�������2N �_�$)������$��,\)���#������$����� ����_���:	6���>�����/r	6���:	���.��5N # ����_+ )i����+ ���<�
���$����)��d)65 ����-	�����. 	 N0�2N )z�>B\7�� �� �
���$����)���� ������m+ )i����+ ���<��)65 ���� N )C)�B��$#Z�2N )z�>B � ��� Sl�$��� ����
,������C� )�.���	6��# ����m	�����. 	 N 5��>	6+ �@7l� ���/@�������"���:	6���>�����/ ������, S�� #%�������W�.������$�$�������	��$��.��>	���� )65
�����,\)@������� )�� )65 ������$������+(	6���@7 � ��2	��$�$)���#�	6���$�
)��l�$)������$��,\)���#������$�
#���������+-�����2�)�S ����+-�5N&	6�*����
	�����. 	 N��2N )z�>B-� �*��)m	d���o5����������$�:�2N )C��B-5���)�+ ����2���:	6���������/(	6���:	���) S��� ��J���� � � �'�8.����*�$)�+-, 	6���$#S7
� �������	6����	 N )��l)65 �����������2N � �������������&	
5 )��4���� �:7 ! 	6���2N��r.����$# ���(�����,��>	������ �:	 N 	6,�,2N�� �:	6��� )��J	6��� ����
GC�29 !FGz.�+ )65 ����d�L����)JN�.�����92�UTS���������$�$� $� ! ��9 !�! �$#%�&	6�"�L����)JN�.�����92�UTS���������$�$� $�\G�GC9 !FGz.�+
)65 GD6<. 	6���$# 92�UTS���������$��$�	6��#1����d! G�� !�! �:	6���2GD6z. 	6����� ����)�� $ ������������� )�� 7

*��[���)� � <Z@�� #�C[CAK�@ 12� $J< 1.C0;��I�J'0�(<��

� ���R�.2N5N AfGC�:	6���> ![R4GN$?	 N�/�)��������+ � � ����*����+-,2N �$���4	 N�/�)��������+ )65����� =�N )z�>B<A ! 	6���������/�A ��N�/�)��������+
5F	6+-�5N�� D P�E 7 DE�d� ������+-,2N � ��) ��+-,2N ��+ ���<�:71=*.��d���� �m	 N�/�)��������+ � �d���� + )@�����$)�+-,�.����oAF���z�������������
��)JN�.���� )����0� �$�:	6.���� ���� S��)JN � ���:	6���������/ 	6���:	:S��5N5N � � �����)�.�/@ ���:	6������$#7� 	6��# S�����b��� � �m	 N �>)
������� � N )(S�N���7�� �� 	�#%��	6�z�>	6/��")65d���� R�.2N5N�GC�:	6���> 	 N�/�)��������+ � �B�*� 5���� .����$� 5�)�� ���	6+-,2N ������
GC�29 A ! �����)C#r5�)�� ���� ����+-�5N&	6����� �-)65S���� �2N )C��B%�B�@��) A���#-���� �$�����>	6���2N��-	G���>)JN�.�����+-������+�.�+ 74� �� �
+-������+�.�+ , )����<����	6�2����YS 	6�<���$# ���o5 ���������$���2N )C��B 72� �� �$)�+-,2N ��%��� � )65AR�.2N5N GC�:	6���� � � QI!�,! zI�$



��� � � �������	��
��
���� P

Rs��/@.����Y8%7 I��4� ����$�oAfGz����,%AfGC�:	6���>

	6��# ��������o5 )���� ��������:	6���> 	6���:	 +(	$� � �d��)�� ��)C) N&	6��/��@7�� �� =�N )z�>B ! 	6���>�����/ ��N�/�)��������+ �
�:	6�
� ��)�,�����+-���:�$# S�����J���$#%.������ )�� )65����z����������� � ��	 N�.��@7 � �� �  	6,�, ������	��*5�)JN5N )(S_�B�C����dGC��9 )65s	m�@7 /�7
4:Nm��) 4:Nr���o5 ���������$���2N )C��B S��5N5N7�\�
��)�� �:	 N ��.2N&	6���$#15�)�� 	 N5N�I@L@Nr,�� ��� N ����.�� )��2N�� 5�)��_�@7 /�7�4(P-)�� 8@I%7
�2)�Sl�������B� ���� ��N �:	�#��_��)r��� 	��$��.��>	�����7

*��[���7+ � <Z� @L@�����@ G =��"@L12� $J<�1.C);I��� '0�(<�

����)�������	S*	:�-��)d)�,�����+-���:�_���� �2N )C��Br+(	6���>�����/ � � ��)d���$#%.��$�_����_���:	6���> 	6���:	%7 � ��_� ����$�oAfGz����,%A
GC�:	6����x	 N�/�)��������+ � � Sl� N5N AFBC��)�S�� 	6��# #%� ����������.����$# ��)C)XD P�E 7 R���)�+ ����-���>	6��������/1,\)����z� !��@7 /�7m���
�����+-� #�#3N ��$�S����� ����_���>	6��� #%� ���>	6���$�_)65\���� ������,(���:	6���> S�� #%��(����_�>�:	6���� 	6���:	 S��5N5N��\���>��$��B��$#
���1�)������:)��<�>	 N � ��������� �:	 N?	6��#1#%�&	6/�)�� 	 N�#%�����$����� )�� 74� ������z�z����)���+ ���z�2)65s����
,\)����z��S����� ���� � �$���
�$)������$��, )���#������$� S��5N5N � �J���	6+-�����$# 5�.���������:7 � �� �-��.�����N���B��J��� ���� A������ ������,�� ��.��-����1������,
���:	6���> S�� #%�� �\�$�$)�+ �$�*��+(	 N5N ���:7 � ��2	 N�/�)��������+ ����#��l� 5 ���� ������, ���:	6���� S�� #%��1	6����������K !#�:����) $o7
� ��d� G�G � �_�������(5F	���� ��.��_�:	6� ��)���	 N5S 	$�%� A���#1���� 	G����)JN�.�����+-������+�.�+ 7
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� �� #��A�������� )�� )65 )�,���� �:	 N W )�S � ������-����,����$�����z�>	6��� )�� )65 ����-,���)G���$����� )���� )65�8�9 + )���� )��b)��x	
����6z.������$� )65\I�9 ��+(	6/��$�:7	Q�,���� �:	 N�W )(S #���+ )��������>	6���$� �z� ��. 	 Nz�@	6���&	6��� )��-)65�������/@<�����$���4, 	6����������� ���
����6z.������$�$# ��+(	6/��$�:7�=*�1����m�$)�+-,�.��>	6��� )�� )65*)�,���� �:	 N0W )�S )����m.���#��������>	6��#��d	 + �����)C#7� S��� ��
����J+ ):����+ ���z� )652,�� �%� N �-��� 	 ����6z.������$�1)65���+(	6/��$� 	6���1�������:�$# 	6��# ,�.�����.��$#S7 ���r���$��.2N�� )����
���$�$�������$�r	J���$����)���A � N #7�%S��� �� �$)��<�>	6����� ������#%�����$����� )��b)65�+ )���� )�� 5 )����:	��> ,�� ��� N4��� 5 )���+ )65_	
���$����)��:7dDE�"������ �$���2�:	��>��� ����m)�,���� �:	 N W )(S 	6��# ����m+ ):����+ ���z��A � N # )65 ����r)����8�$�����2 	:���r����
�>	6+ �_)������$���������@7 ��)(Sl�������B�C�������� 	6���_#%�UTS���������$�$�@� ��� S*�$���(�����������+ � ��)
+ ):����+ ���z� 	6��# )�,���� �:	 N
W )�Sd7 � �� �l� � � N&	6��� A �$# �<�-����_5�)JN5N )(S�����/�A�/@.����2#���,�� �����$#J	G�\)i���@7 D +(	6/��	! 	�$ ���)(S_�*	6� �������2N���N����
.�, ��)��>	6��� � 	 N5NF7 � ���� ���� AN�%�$# ��)�.����$��)65%N���/@<�*���������� �l��) ,\�����$��,��������2�@	6���&	6��� )�� ���$�$)�/@�����$�&	G�2N �
��� ����-,�� ����.����(������� N 5�7(�2)�Sl�������B� 	J��)��>	6��� )��b�>	6B��$�d,2N&	��$����S��� ��b,���)z#%.��$�$�m	J+ ):����+ ���z��A � N #S7
DE+(	6/��	!#�&$ ���)�S_��	CAN�%�$# � 	 N5N �DS��� ��J� �*�5N5N�.�+-��� 	6���$# �<� 	�+ ):���$#J��)�.����$�
)65 N���/@<�:7 D � ���� �*�:	��>���
����
+ ):����+ ���z� A � N # � ����6<. 	 NS��)H�:����)N�3S��� �>�+ �:	6������ 	6� ���� � 	 N5NS� �_���>	6��� )�� 	6����74� ���)�.�/@"����
�� 	6��/��$� )65�������/@z�����$���*���(�������+(	6/����<�)(Sl�������B��	6� )�,���� �:	 N�W )(S�)C�$��.����:7s� ���� ���� � + �����)C# )����
�:	6� ���$�$)�/@�����:�d�> 	6��/��$��)65 , )@������� )�� )65 )������$������	6��#�������.�����.����$�:7
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Rs��/@.����Y8%7 V��492�UTS���������$��� ��� Sl�$��� )�,���� �:	 N�W )(S 	6��#1+ )���� )�� A � N #

��)-#%� �>��.����*�����+(	6�����+(	6��� �:	 N � 	���BC/@��)�.���#7��A������B�%)����2����/<	6��#�� 	 ,\)����z� ����	 I�9 ,�� ����.������2S��� ��
� � 	6� ���������+ �_� 	6� �����,�� �%� N ! ��� ��$o7?� �� �4/������4������ ���-���������%� ����+ �_������, !

t+dt
$ 	2+ ):����+ ���z�:7

� �� �����>	6��� N&	6��� )�� 	 Ns#%� ��,2N&	��$��+ ���<��	6��)�.���#1��������$����)��	!�.�� �N$l� ����) �\���$)�+-,�.����$# !����$�:A�/@.�����$o7 �
����6z.������$� )65_��+(	6/��$� S����� 	6�b���z����������� �b��	 N�.�� D ! ��� ��� � $�)65_����(��+(	6/�� , )����<�Q! ��� ��$d	6�m���� ����+ �
��	6���-/@������� 7 �?) #��$��������� �r����-,���)��2N ��+Q� ���� ���<�����������E� ��	 N�.��$�

(I(x, y, t))x,y,t

	6���(	�#�)�,����$# ��)
� �m#��$�>�������\�$# �z� 	J#%�UTS�������<���&	G�2N �r5�.�������� )��

I : Ω × [0, T ] → R
� S�������

Ω ⊂ R2
� �
���� ��+(	6/��

��, 	6���&	 N #�)�+(	6����	6��#J� � ��	r������� ��� N��(, )@���������
���:	 N&	6�:7 � ��
, 	6�����&	 N #��������@	6�������$� 5���)�+ D ��� �zA � �zA4)��
��A #%�����$����� )�� 	6����#��$��������� �$#H�<�r�������)��>	6��� )��

Ix

�
Iy

�<	6��#
Iz

7 R�)��l����_�$)�+-,�.��>	6��� )��J)65\����_)�,���� �:	 N
W )�SW���$����)�� )����d	�����.�+ �$� 5 )��_��.� (��� ���z� ��+(	 N5NS����+ �d������,��_	m, )����<�2	6�����������+ �
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